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1. Introduccion

En control automatico, la estabilidad asintética es una condicién estructural para que el sistema
tenga un comportamiento fisicamente aceptable y util desde el punto de vista de la ingenieria.
De manera general, un sistema es asintéticamente estable si, en la dindmica libre asociada a su
modelo, sus variables de estado o su salida convergen al equilibrio a lo largo del tiempo. En el
caso de sistemas lineales invariantes en el tiempo, esto se traduce en una condicién precisa sobre el
polinomio caracteristico: todas sus raices deben tener parte real estrictamente negativa.

Esa condiciéon desempefia un papel central tanto en el andlisis como en el disefio de control.
Permite determinar si un modelo dindmico converge o diverge sin necesidad de simular su respuesta
temporal infinitamente. En disefio, permite ajustar parametros de controladores para garantizar que
el sistema en lazo cerrado no solo sea estable, sino que ademas posea caracteristicas de desempefio
compatibles con rapidez de respuesta, amortiguamiento y robustez. En ese contexto, los criterios
de Hurwitz y de Routh-Hurwitz destacan como herramientas clésicas, rigurosas y aun vigentes,
pues permiten determinar la estabilidad directamente a partir de los coeficientes del polinomio
caracteristico, sin calcular explicitamente sus raices.

A continuacién se presentan la matriz de Hurwitz y la tabla de Routh, junto con sus criterios
de estabilidad y los casos especiales que pueden surgir en su aplicacion.

2. Matriz de Hurwitz

Sea el polinomio real
p(s) =aps" +ays" L+ ays" 2+ +ay, ap>0

donde, por convenio,
a,=0 sik>n.



La matriz de Hurwitz asociada a p(s) es la matriz H € R™":

a as das 4ay 0
ap a4, ag dag 0
0 a, das das 0
H= 0 ag 4y Ay o[-
(0 0 0 0 - a,]

siguiendo el patrén de desplazamiento de dos filas.

Se definen los determinantes de Hurwitz A; como los menores principales superiores izquierdos
de orden k:

Akzdet(Hk), k=1,2,...,n
donde H,, es la submatriz k x k obtenida de las primeras k filas y primeras k columnas de H.

Los primeros son:

A]_ =a;
a, ds
Az = = a,ay —apds
ap 4z
a; das ds
Ag =|Qyp dg9 Qa4
0 a; das

y asi sucesivamente.

Criterio de estabilidad de Hurwitz

Este criterio [1, 2] establece que el polinomio p(s) es Hurwitz estable, es decir, todas sus raices
tienen parte real estrictamente negativa, si y solo si
A >0, Ay>0, ..., A,>O0.
Es decir:
p(s) es estable <= A, >0 paratodo k=1,...,n.

Este criterio aplica a polinomios con coeficientes reales. Ademads, aunque a veces se menciona
la positividad de los coeficientes como condicién necesaria, la condiciéon completa y decisiva en el
criterio de Hurwitz son justamente esos determinantes positivos.
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https://hurwitz-one.vercel.app/

3. Tabla de Routh

Sea el polinomio real
p(s)=aps" +ays" T+ a2+ +a,, ap>0

donde, por convenio,
a,=0 sik>n.

La tabla de Routh es un arreglo tabular construido a partir de los coeficientes del polinomio. Sus
dos primeras filas se forman colocando alternadamente los coeficientes:

s lay ay; ay
s la; a3 as
s"™2 | by by by
sT3 e ¢ o3

A partir de la tercera fila, cada elemento se calcula como un determinante 2 x 2 dividido por el
primer elemento de la fila inmediatamente superior.

Los elementos de la fila s 2 son:
a1a2 _a0a3 a1a4—a0a5 a1a6 —a0a7
bj=—="——, by = ————, by=—""—"—, ...
a a a
Los elementos de la fila siguiente son:
b1a3_a1b2 b1a5—a1b3 b1a7—a1b4
C1=b—, szb—, ngb—,...
1 1 1

y asi sucesivamente.

De manera general, si una fila tiene como primer elemento r; y la fila anterior comienza con q;,
entonces los elementos de la nueva fila se calculan con el mismo patrén recursivo.

Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

Este criterio [3, 4] establece que el polinomio p(s) es Hurwitz estable, es decir, todas sus raices
tienen parte real estrictamente negativa, si y solo si todos los elementos de la primera columna
de la tabla de Routh son positivos.

Es decir, si la primera columna es
ao, Cl]_, b]_, C]_, e
entonces la estabilidad requiere que

ao>0, a1>0, b1>0, C1>0,



hasta llegar a la tltima fila.

Otra forma de enunciarlo es:

p(s) es estable < no hay cambios de signo en la primera columna de la tabla.

Mads aun, el nimero de cambios de signo en la primera columna es igual al niimero de raices
con parte real positiva, es decir, al nimero de raices ubicadas en el semiplano derecho.

El criterio de Routh es una forma operativa del criterio de Hurwitz. Mientras que Hurwitz emplea
los determinantes A, A,,...,4A,, Routh permite verificar la estabilidad construyendo la tabla y
revisando tunicamente la primera columna.

Es importante sefialar que durante la construccién pueden aparecer casos especiales:

= un cero en la primera columna,

= 0 una fila completa de ceros,

los cuales requieren un tratamiento adicional. Pero en el caso regular, el criterio se aplica
directamente como se indicé arriba.

Casos especiales en la tabla de Routh

Durante la construccion de la tabla de Routh, pueden surgir situaciones en las que el procedimiento
directo falla o requiere una interpretacion adicional. Los dos casos clasicos son los siguientes.

Primer caso: cero en la primera columna de una fila

Si el primer elemento de una fila es cero, pero la fila no estd formada por ceros, entonces, al calcular
la fila siguiente, apareceria una divisién por cero.

En este caso, el procedimiento habitual consiste en sustituir temporalmente ese cero por una
cantidad positiva muy pequefia, denotada por ¢, es decir,

0— e, €>0, e —0"

y continuar la construccién de la tabla con esa sustitucién. Una vez completada la tabla, se analiza
el signo de los elementos de la primera columna en el limite cuando ¢ — 0*.

Este caso suele indicar la presencia de raices sobre el eje imaginario o una configuracion limite
de estabilidad. Por ello, aunque sustituir O por ¢ permite continuar con el algoritmo, el resultado
debe interpretarse con cuidado.

Segundo caso: fila completa de ceros

Si en algun paso aparece una fila cuyos elementos son todos cero, entonces la construcciéon normal
de la tabla se detiene. Este caso es especialmente importante porque indica la presencia de
raices simétricas respecto del origen y, en particular, puede estar asociado con raices puramente
imaginarias.



Supongamos que aparece una fila de ceros correspondiente a la potencia s. Entonces se procede
del siguiente modo:

Se toma la fila inmediatamente superior, correspondiente a la potencia s*1, y con sus coeficientes
se forma un polinomio auxiliar A(s). Si esa fila es

QAp, A1, Ao, ...

entonces el polinomio auxiliar se construye como

k—

A(s) = ags"™ + apsF T+ apsk B 4

es decir, usando potencias descendentes de dos en dos. Luego, la fila de ceros se reemplaza por los
coeficientes del polinomio derivado A'(s) y con esa nueva fila se continda la construccién de la tabla
de Routh.

La aparicion de una fila completa de ceros revela que el polinomio original contiene un factor
asociado a raices simétricas, del tipo

(s24+ w?), (*+as?+p), etc

y, por tanto, existe la posibilidad de raices sobre el eje imaginario. En consecuencia, el sistema no es
estrictamente Hurwitz estable.

Sobre la estabilidad marginal

Cuando aparecen raices simples sobre el eje imaginario y no existen raices en el semiplano derecho, el
sistema suele clasificarse como marginalmente estable.

Sin embargo, el criterio clasico de Routh-Hurwitz para la estabilidad estricta exige que todas las raices
estén en el semiplano izquierdo, de modo que en presencia de raices imaginarias puras no se satisface
la condicién de estabilidad asintdtica estricta.

En condiciones regulares, la tabla de Routh permite decidir la estabilidad observando iinicamente
los signos de la primera columna. En los casos especiales, ademas de completar correctamente
la tabla, debe prestarse atencién a la interpretacion fisica y matematica del resultado, ya que la
aparicién de ceros suele estar asociada con raices sobre el eje imaginario, estabilidad marginal o
casos frontera entre estabilidad e inestabilidad.
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4. Comparacion de los métodos

Una vez expuestos ambos desarrollos, conviene preguntarse por qué estos criterios son relevantes
tanto en cursos de control como en el andlisis de sistemas dindmicos.

La primera razén es conceptual: ambos métodos deciden estabilidad sin calcular raices de forma
explicita. Eso no solo simplifica el andlisis de polinomios de alto orden, sino que ademas permite
trabajar directamente con expresiones paramétricas, lo cual resulta muy util cuando el polinomio
caracteristico depende de ganancias, constantes fisicas o parametros de disefio.


https://routh.vercel.app/

La segunda razon es metodolégica. El criterio de Hurwitz ofrece una formulacién algebraica
muy limpia: la estabilidad queda codificada en la positividad de una sucesién de determinantes
principales. Esto lo vuelve especialmente valioso en desarrollos tedricos, demostraciones y estudios
simbdlicos. La tabla de Routh, en cambio, constituye una forma mads operativa: organiza la misma
informacién en un procedimiento recursivo que hace visible, de manera casi inmediata, si existen
raices en el semiplano derecho y cudntas son.

Desde el punto de vista didactico, esa diferencia también es importante. Hurwitz ayuda
a comprender la estructura algebraica del problema; Routh permite resolverlo con rapidez.
Por eso, en una formacién matemadtica rigurosa, ambos deberian estudiarse como herramientas
complementarias y no como alternativas excluyentes.

5. Implementacién computacional

En el terreno computacional, ambos métodos conservan plena vigencia y siguen siendo herramientas
sumamente Utiles para el andlisis de la estabilidad en sistemas dindmicos.

El criterio de Hurwitz puede implementarse construyendo la matriz H y calculando sucesiva-
mente los determinantes A, A,,...,A,. Esta via resulta natural en entornos de célculo simbdlico
y matricial, por ejemplo, en MATLAB, Python con SymPy o Mathematica. Cuando el polinomio de-
pende de parametros, esta formulacién puede dar lugar a desigualdades algebraicas explicitas que
delimitan regiones de estabilidad.

La tabla de Routh, por su parte, resulta especialmente adecuada para la implementacion
algoritmica directa. Basta con almacenar las filas, calcular recursivamente los nuevos elementos y
revisar la primera columna. Ademds, presenta una ventaja interpretativa importante: los cambios
de signo no solo indican si el sistema es estable o no, sino también cudntas raices se encuentran en
el semiplano derecho.

Ahora bien, una implementacion seria no debe limitarse al caso regular. Debe contemplar de
manera correcta los dos casos especiales:

= el cero en la primera columna, tratado mediante una perturbacion e,

= y la fila completa de ceros, tratada mediante el polinomio auxiliar y su derivada.

Esto es indispensable porque, precisamente, los casos frontera suelen ser los méas delicados desde
el punto de vista del disefio de control. Un algoritmo que ignore esos escenarios puede fallar en
situaciones en las que el sistema estd cerca de perder estabilidad, precisamente las que mas interesa
detectar.

Respecto a la implementacién computacional de estos criterios, existen herramientas en linea
que facilitan el calculo y la verificacién de los resultados de manera inmediata. En particular,
Hurwitz App (https://hurwitz-one.vercel.app/) permite construir la matriz de Hurwitz y
analizar sus determinantes asociados, mientras que Routh App (https://routh.vercel.app/)
permite generar la tabla de Routh de forma automatica a partir de los coeficientes del polinomio
caracteristico. Este tipo de recursos resulta especialmente ttil en contextos didacticos, de validacién
y de exploracién paramétrica, ya que ayuda a reducir errores operativos en calculos manuales, acelera
la comprobacion de ejemplos y permite concentrar la atencién en la interpretacion de los criterios
de estabilidad mds que en la mecdnica algebraica del procedimiento.


https://hurwitz-one.vercel.app/
https://routh.vercel.app/

6. Conclusion

La estabilidad asintdtica es un eje fundamental del andlisis y del disefio de sistemas de control.
Bajo ese marco, la matriz de Hurwitz y la tabla de Routh ofrecen dos herramientas estrechamente
relacionadas para responder a la misma pregunta: si todas las raices del polinomio caracteristico
permanecen en el semiplano izquierdo. Hurwitz aporta una caracterizacién algebraica rigurosa
basada en determinantes. Routh aporta un procedimiento tabular eficiente, interpretable y muy util
tanto para el calculo manual como para la automatizaciéon computacional.

Si un sistema de control ha de ser confiable, primero debe ser estable. Y para decidirlo con rigor,
pocas herramientas clasicas conservan tanta elegancia y utilidad como estas. Lejos de ser Unicamente
recursos histdricos, los criterios de Hurwitz y de Routh-Hurwitz siguen ofreciendo una base sélida
para comprender, analizar e incluso implementar computacionalmente las condiciones de estabilidad
en sistemas dindmicos. Su valor reside no solo en lo que permiten calcular, sino también en la claridad
conceptual con la que conectan el polinomio caracteristico con el comportamiento del sistema.
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